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W	artykule	podano	sformułowanie	problemu	nieliniowego	stanu	deformacji	dwuskładnikowe-
go	nasyconego	ośrodka	porowatego	ze	zmienną	porowatością	i	przepuszczalnością	oraz	zmien-
nymi	indukowanymi	anizotropowymi	własnościami	przepuszczalności.	zmienne	anizotropowe	
własności	 przepuszczalności	 opisuje	 się	 poprzez	 zmianę	 struktury	wewnętrznej	 porów	kuli-
stych	na	pory	elipsoidalne.	Przykład	obliczeniowy	obejmuje	wyznaczenie	aktualnego	tensora	
przepuszczalności	dla	zadanej	deformacji	w	płaskim	stanie	odkształcenia.	
Słowa kluczowe: ośrodek porowaty, duże deformacje, generowana anizotropia przepływu
a b s t r a c t
the	paper	deals	with	the	non-linear	state	of	deformation	of	saturated	two	phase	porous	media	
with	variable	porosity	and	permeability.	Induced	anisotropic	permeability	is	taken	into	account.	
this	induced	anisotropy	is	described	by	changing	the	internal	structure	of	spherical	pores	into	
ellipsoidal	ones.	numerical	example	shows	the	evaluation	of	the	current	tensor	of	permeability	
in	the	plane	state	of	deformation.
Keywords: porous media, large deformations, induced anisotropic permeability
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Oznaczenia
dq  –  średnica ziaren szkieletu
E  – tensor odkształcenia szkieletu
e  – wektory bazy
Fs  –  gradient deformacji szkieletu
JF  –  Jacobian deformacji cieczy
Js  –  Jacobian deformacji szkieletu
K  – tensor przepuszczalności
k  – współczynnik przepuszczalności
n  –  porowatość
N,A,Q,R  – stałe materiałowe
n0  –  porowatość początkowa
Rs  – tensor obrotu szkieletu
S  – II tensor naprężenia Piola-Kirchhoffa
us  –  wektor przemieszczenia szkieletu
Us –  tensor rozciągnięcia szkieletu 
Xs, XF  –  współrzędne materialne cząstek szkieletu i cieczy
xs, xF –  współrzędne przestrzenne cząstek szkieletu i cieczy
α  –  macierz transformacji
θ  –  wskaźnik zawartości cieczy
Λ
i  
–  wydłużenia główne szkieletu
σ  –  naprężenie w cieczy
τ  –  siła interakcji
𝑣F  –  wektor prędkości cieczy
𝑣s  –  wektor prędkości szkieletu
1. Wstęp
Praca obejmuje teoretyczne sformułowanie problemu nieliniowego stanu deformacji 
dwuskładnikowego ośrodka porowatego ze zmienną porowatością i zmiennymi anizotro-
powymi własnościami przepuszczalności sprężystego szkieletu wraz z separacją faz cząstek 
szkieletu i cieczy. Nieliniowe efekty w ośrodku porowatym były rozważane przez wielu au-
torów (Szefer [5, 6], Schrefler [1], Wilmański [7], Mikołajek [2–4]).
Szereg problemów geotechnicznych (jak osiadanie podłoża budowlanego, problem 
upłynnienia gruntu tzw. liquefaction), transport zanieczyszczeń w ośrodku gruntowym (waż-
ny z punktu widzenia ochrony środowiska), jak również opis deformacji nowych materiałów 
poryzowanych (np. termoizolacyjnych) wymaga dalszych prac badawczych z tego zakresu.
Zmienne w czasie procesu deformacji anizotropowe własności przepuszczalności 
uwzględnia się poprzez opisanie zmiany struktury wewnętrznej porów kulistych na pory 
elipsoidalne (ośrodek o początkowych izotropowych własnościach przepuszczalności) lub 
zmiany porów elipsoidalnych na inne elipsoidalne (ośrodek o wstępnych anizotropowych 
własnościach przepuszczalności). Modelując opisany proces deformacji, postuluje się, że 
początkowe kuliste lub elipsoidalne pory w trakcie procesu deformacji przechodzą w pory 
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elipsoidalne	o	osiach	równoległych	do	osi	głównych	tensora	rozciągnięcia	szkieletu,	nato-
miast	obrót	tych	osi	określa	tensor	obrotu	dla	szkieletu.
Podobnie	w	przypadku	płaskiego	stanu	deformacji	dwuskładnikowego	ośrodka	porowa-
tego	mamy	do	czynienia	z	przejściem	od	przekroju	kołowego	porów	do	przekroju	eliptycz-
nego	(kierunki	osi	elipsy	pokrywają	się	z	kierunkami	głównymi	tensora	rozciągnięcia	szkie-
letu),	 a	 następnie	 z	obrotem,	który	odpowiada	 tensorowi	obrotu	 szkieletu.	W	przykładzie	
obliczeniowym	dla	 zadanego	 gradientu	 deformacji	 szkieletu	w	 pewnym	punkcie	 ośrodka	
porowatego	i	dla	danej	chwili	czasu,	wyznaczono	aktualny	tensor	przepuszczalności.	
na	zakończenie	podaje	się	komplet	równań	opisujący	statyczną	deformację	konsolidują-
cego	ośrodka	porowatego	ze	sprężystym	szkieletem	i	nieściśliwą	cieczą	Pascala.
2. Opis przyjętego modelu dwuskładnikowego ośrodka porowatego
nawodniony	ośrodek	porowaty	traktujemy	jako	ośrodek	dwufazowy	zgodnie	z	pracą	[5].
udział	porów	w	opisie	ośrodka	uwzględniamy	poprzez	skalarną	funkcję	n(x).	Wewnętrz-
ną	 strukturę	 porów	oraz	 jej	 zmianę	uwzględnia	 się	w	opisie	własności	 przepuszczalności	
ośrodka.
Przyjmując,	że	ciecz	jest	nieściśliwą	cieczą	Pascala	aktualną	porowatość	można	wyzna-
czyć	z	równania	ciągłości	cieczy	[2,	5].
n X
n X
J XF
( )
( )
( )
= 0
Do	opisu	własności	przepuszczalności	postulujemy,	że	początkowe	kuliste	lub	elipsoidal-
ne	pory	(wstępnie	izotropowy	lub	anizotropowy	ośrodek	przepuszczalny)	w	trakcie	procesu	
deformacji	przechodzą	w	pory	elipsoidalne	o	osiach	równoległych	do	osi	głównych	tensora	
rozciągnięcia	us	szkieletu.
aktualne	położenie	pora	po	obrocie	określa	tensor	obrotu	Rs	dla	szkieletu.
s
X
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rys.	1.	graficzny	obraz	deformacji	nasyconego	ośrodka	porowatego
fig.	1.	Plot	illustrating	the	deformation	of	a	saturated	porous	media
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oznaczamy	wydłużenia	główne	 szkieletu	w	danym	punkcie	ośrodka	przez	Λ
1
,	Λ
2
,	Λ
3
.	
odpowiadające	im	kierunki	główne	tensora	rozciągnięcia	szkieletu	to:	e1, e2, e3.	Po	obrocie	
opisanym	tensorem	obrotu	RS otrzymujemy:
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rys.	2.	rozciągnięcie	i	obrót	porów	w	trakcie	deformacji
fig.	2.	extension	and	rotation	of	pores	during	deformation
tensor	przepuszczalności	w	układzie	osi	własnych	(1*,	2*,	3*)	przyjmuje	postać:
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gdzie	współczynnik	przepuszczalności	k(x)	=	k[n(x)]	
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	–	wzór	Krügera
Po	transformacji	do	układu	(X
1
,	X
2
,	X
3
)	otrzymujemy:
K	=	αT · K* · α
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Podobnie	w	przypadku	płaskiego	stanu	deformacji	dwuskładnikowego	ośrodka	porowa-
tego	mamy	do	czynienia	z	przejściem	od	przekroju	kołowego	porów	do	przekroju	eliptycz-
nego	(kierunki	osi	elipsy	pokrywają	się	z	kierunkami	głównymi	tensora	rozciągnięcia	szkie-
letu),	a	następnie	z	obrotem,	co	odpowiada	tensorowi	obrotu	szkieletu	Rs.
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rys.	3.	rozciągnięcie	i	obrót	porów	w	płaskim	stanie	deformacji
fig.	3.	extension	and	rotation	of	pores	in	the	plane	state	of	deformation
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Po	transformacji:	K	=	αT · K* · α
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stan	deformacji	w	pewnym	punkcie	ośrodka	porowatego	opisany	jest	gradientem	defor-
macji	Fs.	Poniżej	wyznaczono	aktualny	tensor	przepuszczalności	odpowiadający	zadanej	de-
formacji.	aktualną	wartość	współczynnika	przepuszczalności	k wyznacza	się,	wykorzystując	
podany	wcześniej	wzór	Krügera.
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Rys. 4. Przykładowy przekrój porów dla założonej deformacji
Fig. 4. Exemplary cross-section for assumed deformation
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gdzie:
K*		–	 tensor	przepuszczalności	w	układzie	(1*,	2*)
K  –	 tensor	przepuszczalności	w	układzie	(X
1
,	X
2
)
4. Zbiorczy układ równań dla nieliniowej teorii konsolidacji przyjętego  
ośrodka porowatego
Komplet	równań	opisujący	statyczną	deformację	konsolidującego	ośrodka	ze	sprężystym	
szkieletem	i	nieściśliwą	cieczą	Pascala	sformułowano	bazując	na	[3,	4].
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równania	konstytutywne –
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5. Wnioski
zaproponowany	model	ewolucji	zmian	porowatości	i	przepuszczalności	jest	skutecznym	
sposobem	opisu	zmiennych	anizotropowych	własności	przepuszczalności	sprężystego	szkie-
letu.	 zmiana	 struktury	 wewnętrznej	 porów	 została	 wyznaczona	 z	 wykorzystaniem	 łatwo	
interpretowalnych	pełnych	miar	deformacji	 jak	 tensor	 rozciągnięcia	 i	 obrotu	oraz	główne	
wydłużenia	szkieletu	w	danym	punkcie	ośrodka.	Przy	braku	wypełnienia	porów	cieczą	ośro-
dek	dwuskładnikowy	jest	jednofazowym	ośrodkiem	porowatym.	Powyższy	model	może	być	
wówczas	wykorzystany	 do	 opisu	 zmian,	 ewolucji	 porowatości	 takiego	 ośrodka.	Może	 to	
stanowić	istotny	wkład	do	opisu	zmian	termoprzepuszczalności	ciał	porowatych.
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